Két négyzetszam — ot bizonyitas




Minkowski tétele

Legyen R egy paralelogrammardcs a
sikon; jeldlje T a paralelogrammak
teriiletét.

Legyen K egy konvex, origéra
szimmetrikus halmaz.

Tétel (Minkowski)

Ha K teriilete nagyobb, mint 4T,
akkor K tartalmaz az origén kiviil
még egy racspontot.




Minkowski tételének bizonyitasa

R={ka+(b: k,{ € Z}

(\ 2R = {2ka + 20b: k,{ € 7}




Minkowski tételének bizonyitasa

Jeldljiink ki egy paralelogrammat
(teriilete 4T), és toljuk ide
mindazokat a paralelogrammakat,
amelyekbe K belemetsz.

Mivel K teriilete nagyobb, mint 4T,
van olyan pont, ami tébbszorésen le

u van fedve.

\ Jeldlje egy ilyen pont két kiilonbozé
\ ,0sét” u és v.

\)V Ezek egymasbdl egy racsvektorral

vald eltoldssal megkaphatok:
u—ve2R.




Minkowski tételének bizonyitasa

uve K, u—ve2R

K szimmetrikus — —ve K

u—v

K
5 €

K konvex —

v u—v€2R:u2;V€R

Tehst =~ € KN R. -




Fermat-féle két négyzetszam tétel

Tétel (Fermat)

Pontosan azok a természetes szamok &llnak el6 két négyzetszam
Osszegeként, amelyeknek primhatvanytényezds felbontasaban a 4k + 3
alakd primek péros kitevovel szerepelnek.

A bizonyitds ,lelke” az alabbi allitas.

Lemma
Minden 4k + 1 alaki primszam elé3ll két négyzetszam Osszegeként.
Biz.

p=1 (mod4) = (

):1 = JceN:c?=-1 (modp)

Tehdt van p-nek olyan tobbszorose, ami eléall két négyzetszam
dsszegeként: p | ¢ + 1.

Innen tébbféleképpen lehet folytatni ...



Elso bizonyitds: Minkowski tételével

Tekintsiik az a = (p,0) és b =(c, 1) vektorok altal generdlt R racsot.
Az alaptartomany teriilete T = p.

Hau= (U1, ur

) € R, akkor |uf* = u? + 12 oszthaté p-vel. Valdban, ha
u=k-a+l-b=(

k-p+fl-c,k-04+1£-1)=(kp+ Lc, £), akkor

uf> = (kp+Lc)? + =2+ 2 =2 (2 +1) =0 (modp).

Legyen K az origd kézéppontd, v/2p sugarti nyilt kérlap:
K ={(u, o) € R*: uf + u3 < 2p}.
Ennek teriilete 2pm > 4p, tehat Minkowski tétele szerint Ju € KNR\{0}.
ueR = plui+u3

= ul+u3=p
0£fuceK = 0<u?+u<2p



Masodik bizonyitds: Gauss-egészekkel (vazlat)

Az a+ bi (a, b € Z) alakd szdmok (Gauss-egészek) korében is fel lehet
épiteni a szamelméletet. Itt is ekvivalens egymassal a felbonthatatlansig
és a primtulajdonsag. A 4k + 3 alakid primszdmok ebben a gyliriiben is
felbonthatatlanok, de a 2 és a 4k + 1 alakd primek nem, pl.:

13=(2+3)(2-3))=2>-i?=4—(-9) =13.

Legyen p egy 4k + 1 alakd primszam, ekkor 3c € N: p | c? + 1.
Ha p primtulajdonsagu lenne a Gauss-egészek kdrében is, akkor

pl+1=(c+i)(c—i) = plc+ivagyp|c—i,

ami lehetetlen. Tehat p nem prim, ezért nem is felbonthatatlan.
Meg lehet mutatni, hogy p nemtrividlis felbontdsa csak igy festhet:

p = (a+ bi)(a— bi).

Felbontva a zardjeleket, kapjuk, hogy p = a® + b?. 0



Harmadik bizonyitds: végtelen leszélldssal (vazlat)

Létezik x,y, k € N, hogy x>+ y2 = kp (pl. x = c,y = 1). Megmutatjuk,
hogy k > 1 esetén van p-nek kp-nél kisebb tobbszorose is, ami eléall két
négyzetszam osszegeként. Ez nem mehet végtelen sokaig. . .

AAMNTFH. |x|,|y| < £, ebbdl kovetkezik, hogy k < p. Vegyiik x és y
legkisebb abszoltit értékii maradékat modulo k:

k
x= u(modk), y= v(modk), |u\,|v\§§.

Az 1 < k < p egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy u, v # 0 (miért?).

kp - (u2 + v2) = (X2 + y2) . (u2 + v2) = (xu+ yv)2 + (xv — yu)2. (%)
A jobb oldalon mindkét tag oszthaté k>-tel, mert
xu+yv=x>+y?>=kp=0 (modk);
xv—yu=xy—yx=0 =0 (modk).

Tehst a (*) egyenldséget leoszthatjuk k>-tel:

2 2 2 2
Xu + yv XV — yu uc+v 1 1
=kp——— < kp-( = + = kp.
( s )—i—( 2 > P 2 _P(4+4 < Kp O




Negyedik bizonyitas: skatulyaelvvel (vazlat)

Tekintsiik az 8sszes x + cy alakd szdmokat, ahol 0 < x,y < |/p|.

Ez dsszesen (|\/p| + 1)? > p szdm, ezért van koztiik kett8, amelyiknek
ugyanaz a maradéka p-vel osztva:

xitcey1=xp+cyp (modp) = x1—x2=c-(y2—y1)

Node [x1 — x|, [y1 — yo| < /P miatt 0 < (x; — X2)2 +(n - y2)2 < 2p,
vagyis (x1 — x2)" + (1 — y2)° = p. 0



Otodik bizonyitas: egy mondattal (vazlat)

A One-Sentence Proof That Every Prime p =1 (mod 4)
Is a Sum of Two Squares

D. ZAGIER
Department of Mathematics, University of Maryland, College Park, MD 20742

The involution on the finite set S = {(x,y,z) € N3:x2 + 4yz = p)} defined by
(x+2z,z,y—-x—2z) ifx<y-—z
(x,y,2) »{QQy—x, y,x—y+z) ify—-z<x<2y
(x—2y,x—y+z,p) ifx>2y

has exactly one fixed point, so |S|is odd and the involution defined by (x, y,z) =
(x,z,y) also has a fixed point. O

This proof is a simplification of one due to Heath-Brown [1] (inspired, in turn, by
a proof given by Liouville). The verifications of the implicitly made assertions— that
S is finite and that the map is well-defined and involutory (i.e., equal to its own
inverse) and has exactly one fixed point—are immediate and have been left to the
reader. Only the last requires that p be a prime of the form 4k + 1, the fixed point
then being (1,1,%).



